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Estimation of Generalized Spatial Lag Semi-parametric
Varying-coefficient Panel Model with Ｒandom Effects
Tang Lizhi ＆ Liu Yu
Abstract:By constructing a semi-parametric varying-coefficient random effect panel model with spatial lag
and spatial error，the flexibility and adaptability of the existing models are extended． It uses profile maximum
likelihood method to construct both parametric and nonparametric estimators． The theoretical proof shows that
all estimators have consistency and asymptotic normality under certain regular conditions． The numerical
simulation shows that the estimators have good small sample properties，and the estimation accuracy increases
with the increase of the sample capacity． The selection of the spatial weight matrix does not produce significant
difference in the performance of the estimator，but under the condition of Case matrix，when the sample
quantities are the same，the estimated deviation of spatial correlation coefficients increase with the increase of
spatial weight structure complexity．
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it)'是 q × 1维变
系数解释变量并且与 xit 不相关。β = (β1，…，βp)' 是一个 p × 1 维常系数向量，γ(uit)= (γ1(uit)，
…，γq(uit))' 是 q × 1 维未知变系数函数，为了简化推导过程，此处只考察 uit 是一元变量的情形。ρ
和 λ是空间相关系数，反映了空间相关性的强弱;w1ij 和 w
2
ij 是外生给定的常数，反映空间中单元 i对





示空间特定效应和扰动项并且满足 αi 与 εit 相互独立。
为了分析方便，本文对面板数据先按时间再按个体排列，则有:
Y = (y11，…，yN1…，y1T，…，yNT)'，Xt = (x1t，…，xNt)'，X = (X'1，…，X'T)'，
M = (z11 'γ(u11)，…，zN1 'γ(uN1)，…，z1T'γ(u1T)，…，zNT'γ(uNT))'，





μ = (μ11，…，μN1，…，μ1T，…，μNT)'，ε = (ε11，…，εN1，…，ε1T，…，εNT)'，eT = (1，…，1)'
槇W1 = IT  W1，槇W2 = IT  W2，B(ρ)= INT － ρ槇W1，B(λ)= INT － λ槇W2
因而式(1)的矩阵表示形式如下:
Y = ρ槇W1Y + Xβ + M + v
v = λ槇W2v + μ









B(λ)［B(ρ)Y － Xβ － M］ = μ (3)


























T ，QNT = INT － JNT，eT是元素全为
1 的 T × 1 列向量。式(3)的对数似然函数如下:










α)+ ln B(λ) + ln B(ρ) －
1
2σ2ε






Xβ － M］'B'(λ)JNTB(λ)［B(ρ)Y － Xβ － M］ (4)





N(T － 1)［B(ρ)Y － Xβ － M］'B'(λ)QNTB(λ)［B(ρ)Y － Xβ － M］ (5)
σ^2α(β'，ρ，λ)=
1















α)+ ln B(λ) + ln B(ρ) (7)
式(7)中M未知，无法通过非线性迭代得到 β、ρ和λ的估计值，故传统极大似然估计失效，需要
寻找未知函数矩阵 M的可行估计。
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三、模型估计




A'、a' 表示矩阵 A或者向量 a的转置，具体步骤如下:
(一)局部线性化




















K(u)= diag(kh(u11 － u)，…，kh(uN1 － u)，…，kh(u1T － u)，…，kh(uNT － u)) ，kh(uit － u)
= h－1k uit － u( )h
其中 k(·)是一元核函数，K(u)是权重矩阵，h是窗宽，需要进行选择。给定 β'和 ρ，则 δ(u)满
足:δ(u)= argmin 1NT［B(ρ)Y － Xβ － S(u)δ(u)］'K(u) ［B(ρ)Y － Xβ － S(u)δ(u) ］，因而:
δ^(u)= ［S(u)'K(u)S(u)］－1S(u)'K(u)Y* = Ｒ－1(u)T(u) (8)
其中:

























































uit － u( )h kh(uit － u

)
令 e = (Iq，0q)'，则变系数函数的初始估计为:
γ^IN(u)= (γ^1(u)，…，γ^q(u))' = e'δ^(u)










































Y* '(INT － L)'B'(λ)JNTB(λ)(INT － L)Y
* (10)






























+ ln B(λ) (13)










* '(INT － L)'B'(λ^)JNTB(λ^)(INT － L)Y^
* － σ^2ε /T (15)
γ^(u)= e'［S(u)'K(u)S(u)］－1S(u)'K(u)(B(ρ^)Y － Xβ^) (16)
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Y = Xβ + M + ρG1(Xβ + M)+ B
－1(ρ)B－1(λ)μ
其中，B－1(ρ)= INT + ρG1，G1 = W
～
1B








ε 0)'和 M0 分别是待估参数 θ和变系数部分 M的




















i = 1，t = 1、{zit}
N，T
i = 1，t = 1 是独立同分布随机序列，且具有有界支撑集;{εit}
N，T
i = 1，t = 1(i = 1，2，
…，N;t = 1，2，…，T)是独立同分布于 N(0，σ2ε)的随机序列，并且与{xit}
N，T
i = 1，t = 1、{zit}
N，T
i = 1，t = 1不相关，
满足E(εit | x11…，xNT，z11，…，zNT)= 0，Var(εit | x11…，xNT，z11，…，zNT)= σ
2
ε ＜ ∞，E(‖εit x'it‖)＜ ∞，
E(‖εit zit '‖)＜ ∞。
(2){uit}
N，T
i = 1，t = 1 是独立同分布随机序列，边际密度函数 ft(u)(t = 1，…，T)是 Lipschitz连续的
且对支撑集上任意 u均有 0 ＜ ft(u)＜ ∞;{uit}
N，T
i = 1，t = 1 与{εit}
N，T
i = 1，t = 1 无关，且有 E(xitεit | uit)= 0(i
= 1，2，…，N;t = 1，2，…，T);此外，Ω11(u)= E(zit z'it | uit = u)存在且非奇异，Ω11(u)= E(zit z'it | uit




i = 1 是个体随机效应，满足独立同分布性质，并且{αi}
N
i = 1 与{εit}
N，T
i = 1，t = 1 相互独立，
E(αi | x11…，xNT，z11，…，zNT)= 0，Var(αi | x11…，xNT，z11，…，zNT)= σ
2
α ＜ ∞，E(‖αi x'it‖)＜ ∞，
E(‖αi z'it‖)＜ ∞(i = 1，2，…，N;t = 1，2，…，T)。
(4)实值函数 γi(u)(i = 1，2，…，q)是二阶连续可导的有界函数，在 u ∈ U 上满足一阶
Lipschitz条件，即对于任意支撑集上的点 u都有 γi(u) ＜ mγ，其中 mγ 是一个正常数。
(5)存在 r = max{4，s}使得 E‖X‖r ＜ ∞，E‖Z‖r ＜ ∞，E‖α‖r ＜ ∞，E‖ε‖r ＜ ∞，并且







机，并且 wrij = Op(1 / lN)，limN→∞ lN /N = 0，作为一种标准性约定，所有对角线元素 w
r
ii = 0，即空间单元
自身与自身不存在空间相关性;Wr和 IN － ρWr的绝对行和与绝对列和一致有界(r = 1，2)，即:对任
意矩阵 A = (aij)(i，j = 1，2，…，N)存在非负常数 ma，使得∑
N
i = 1
aij ≤ ma 和∑
N
j = 1
aij ≤ ma 成立。





(1)k(·)的支撑集是有界闭集，在其支撑集上是连续的非负偶函数。令 μl = ∫k(v)vldv，
νl = ∫k2(v)vldv，则对于任意的正奇数，μl = νl = 0，并且 μ0 = 1，μ2 ≠ 0。
(2)关于窗宽的假设:在 N→ ∞、T→ ∞ 及 h→ 0 时，NTh→ ∞。
4．关于模型参数估计唯一可识别条价的假设。
参数 θ存在唯一真实值 θ0 ∈ Θ，使得原模型成立。
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5．关于模型中参数估计的渐近正态性假设条件。










XXXH0 ＞ 0，其中:Λ = (INT － L)'B'2Σ
－1







































N(T － 1)tr(G'20QNT)tr(G'10QNT{ }) ＞ 0。
假设 1 和假设 3 对应于 Fan和 Huang(2005)［15］变系数部分线性模型中的一些基本假设;假设





引理 1:在假设 1 ～ 3 满足时:
















引理 2:在假设 1 ～4满足时:L μ = op(1);LB
－1(λ)μ = op(1);(INT － L)M = op(1);
1
NT A'(INT －
L)'B'(λ)Σ－1μ B(λ)(INT － L)M = op(1)，其中 A = X、M、H、μ。
1




－1(λ)μ = op(1)，其中 A = X、M、H。





















引理 4:设 A是一个 N阶方阵，则:①tr(A2)≤ tr(AA');②若 A的 N个特征根均为实数，其中存





定理 1:在假设 1 ～ 4 成立时，θ^ →
p
θ0。
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定理 2:在假设 1 ～ 5 成立时，参数估计 θ^具有渐近正态性，即槡NT(θ^ － θ0) →
L
N(0，Σ －1θ0)，其








此时，由于 L(θ)中非参数矩阵 M未知，因而本文由 L
～
(θ)出发计算 Σθ0 的渐近估计量 Σ^θ0。
定理 3:在假设 1 ～ 5 成立时有 Σ^θ0 →
p







| θ = θ0 且 Σ^θ0 非奇异。
定理 4:在假设 1 ～ 5 成立时，非参数估计满足 γ^(u) →
p
γ(u)。

























B－12 (λ)的第 mn行。特别的，当 NTh
5 →
p




为了考察所构建估计量的有限样本性质，本文进行如下 Monte Carlo 模拟试验:核函数选取常
用的 Epanechnikov函数;对于参数部分，本文用 m = 300 次模拟的均值作为估计值，用样本标准差







(θ^0. 5 － θ0)
2 +
(θ^0. 75 － θ^0. 25)
1. 35 ，其中 θ^0. 25、θ^0. 5和 θ^0. 75分别是估计值的下四分位数、中位数和上四分位
数;对于非参数部分，窗宽的选择借鉴 Su(2012)的经验法则进行选取，选取支撑集内部 n = 100 个








令 Y = ρW
～
1Y + γ1 '(u)z1 + γ2 '(u)z2 + Xβ +(INT － λW
～
2)
－1(ε + eT α)，其中 ρ = 0. 5、λ = 0. 3，
γ1(u)= sin(2πu)+ 2u，γ2(u)= 1. 5e
－u2 + cos(2πu)，β = 1，X是一元随机变量、服从 N(0，1)，Z
= (z1，z2)是二元正态随机变量，其各个分量独立同分布于N(0，1)，个体随机效应αi独立同分布于







为了比较不同空间权重矩阵对上述模型估计的影响，本文设定 T = 2，分别选取 Ｒook(N = 49，
64，81，100)和 Case(M = 2，4;Ｒ = 20，30，40)空间权重矩阵共 10 种情形进行模拟。
(二)数值模拟结果
在 Matlab软件中进行 300 次模拟，结果如下所示:
表 1 是空间权重矩阵为 Ｒook矩阵下的模拟结果，可以发现在时间长度 T 确定时，随着空间单
元数 N的增加，真实值与估计值的偏误越来越小，主要体现在参数估计的标准差和两种均方根误




N = 49 N = 81
参数 均值 标准差 ＲMSE1 ＲMSE2 参数 均值 标准差 ＲMSE1 ＲMSE2
ρ 0. 5232 0. 0770 0. 0803 0. 0752 ρ 0. 5101 0. 0617 0. 0624 0. 0610
λ 0. 2214 0. 1449 0. 1646 0. 1688 λ 0. 2429 0. 1143 0. 1276 0. 1038
β 1. 0108 0. 1077 0. 1080 0. 1022 β 0. 9940 0. 0792 0. 0793 0. 0822
σ2α 0. 8373 0. 2587 0. 3053 0. 2839 σ
2
α 0. 8650 0. 1759 0. 2215 0. 1816
σ2ε 0. 5343 0. 1200 0. 1246 0. 1198 σ
2
ε 0. 5290 0. 0899 0. 0943 0. 0876
N = 64 N = 100
参数 均值 标准差 ＲMSE1 ＲMSE2 参数 均值 标准差 ＲMSE1 ＲMSE2
ρ 0. 5187 0. 0712 0. 0735 0. 0640 ρ 0. 5121 0. 0566 0. 0578 0. 0537
λ 0. 2357 0. 1389 0. 1529 0. 1426 λ 0. 2558 0. 1093 0. 1177 0. 1150
β 1. 0032 0. 0959 0. 0958 0. 0951 β 0. 9969 0. 0663 0. 0662 0. 0668
σ2α 0. 8403 0. 2000 0. 2557 0. 2393 σ
2
α 0. 8846 0. 1790 0. 2128 0. 2047
σ2ε 0. 5403 0. 0977 0. 1056 0. 1010 σ
2
ε 0. 5245 0. 0769 0. 0805 0. 0730
由 Ｒook空间权重矩阵下非参数函数的估计情况可以发现随着样本量的增加，ＲASE 的中位数
和标准差趋于下降，未知函数的估计是收敛的，同样印证了非参数估计量的大样本性质。
表 2 是 Case空间权重矩阵下的参数估计表。虽然参数估计值与真实值很接近，估计精度随着
样本总量的增加而提高，但是空间结构复杂程度对空间相关系数 ρ和 λ 的精度影响较大。可以发
现:在样本容量相同时，参数 ρ和 λ的估计偏误会随着空间复杂程度 M 的增加而增加，例如:Ｒ =
20、M = 4 时，ρ和 λ估计的标准差和均方根误显著大于 Ｒ = 40、M = 2 时的情形。
表 2 Case权重矩阵下参数估计表
Ｒ 参数
M = 2 M = 4
均值 标准差 ＲMSE1 ＲMSE2 均值 标准差 ＲMSE1 ＲMSE2
20 ρ 0. 5278 0. 0479 0. 0553 0. 0507 0. 5160 0. 0474 0. 0499 0. 0475
λ 0. 2190 0. 1009 0. 1293 0. 1110 0. 2321 0. 0937 0. 1156 0. 0867
β 0. 9911 0. 1203 0. 1204 0. 1241 0. 9981 0. 0803 0. 0802 0. 0798
σ2α 0. 7850 0. 2711 0. 3456 0. 3208 0. 8752 0. 1787 0. 2177 0. 2169
σ2ε 0. 5584 0. 1398 0. 1513 0. 1442 0. 5309 0. 0896 0. 0947 0. 0891
30 ρ 0. 5201 0. 0388 0. 0437 0. 0382 0. 5082 0. 0416 0. 0423 0. 0372
λ 0. 2392 0. 0835 0. 1032 0. 0871 0. 2635 0. 0817 0. 0893 0. 0777
β 0. 9949 0. 1045 0. 1044 0. 0959 0. 9940 0. 0598 0. 0600 0. 0610
σ2α 0. 8673 0. 2425 0. 2761 0. 2796 0. 9257 0. 1578 0. 1742 0. 1638
σ2ε 0. 5616 0. 1133 0. 1288 0. 1182 0. 5274 0. 0755 0. 0802 0. 0779
40 ρ 0. 5142 0. 0346 0. 0374 0. 0383 0. 5075 0. 0364 0. 0371 0. 0318
λ 0. 2492 0. 0693 0. 0858 0. 0673 0. 2674 0. 0725 0. 0794 0. 0745
β 0. 9958 0. 0786 0. 0786 0. 0795 0. 9987 0. 0494 0. 0494 0. 0505
σ2α 0. 8761 0. 1825 0. 2203 0. 2202 0. 9482 0. 1347 0. 1441 0. 1444
σ2ε 0. 5502 0. 0978 0. 1097 0. 1027 0. 530 0. 0596 0. 0666 0. 0575
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模型的形式，具有更强的适用性和解释力。所构建的截面似然估计量满足一定条件下的一致性和
渐近正态性，并且 Monte Carlo数值模拟表明估计量具有稳健的小样本性质:①空间权重矩阵的选
择对估计量的性质影响不大，即 Ｒook 矩阵和 Case 矩阵都能得到性质较优的估计值;②Ｒook 矩阵
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